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Laburpena

Denboraren eremuko problemei helburuetara orientatutako egokitzapena aplikatzeko, espazio-denborari dagokion
formulazio bariazionala izatea ezinbestekoa da. Problema askatzeko espazio-denborako Elementu Finituen Meto-
doa (EFM) erabil badaiteke ere, lerroen metodoa erabiliz ere egin daiteke egokitzapena. Honek espazio-denborako
EFMaren eta Ekuazio Diferentzial Arruntak (EDAk) askatzeko erabiltzen diren metodoen arteko baliokidetasuna
aurkitzea eskatzen du. Erlazio hau ezaguna da metodo inplizituentzat, eta oraintsu metodo esplizituentzat ere
aurkitu dugu. Metodo esplizituek inplizituek baino konputazio-kostu txikiagoa badute ere, egonkortasunari
dagokion baldintza bete behar dute emaitza onak lortu nahi badira. Lan honetan egonkortasun baldintzaren
kudeaketaz jardungo dugu.

Hitz gakoak: difusio ekuazio lineala, helburuetara orientatutako egokitzapena, metodo esplizituak denboran, erro-
rearen adierazpena, elementu finituen metodoa

Abstract

For time-domain goal-oriented adaptivity a full space-time variational formulation is needed. Even though
the problem can be solved employing space-time Finite Element Method (FEM), adaptivity can be performed
using the Method of Lines (MoL). This requires to find the equivalence between the space-time FEM and the
numerical methods for Ordinary Differential Equations (ODEs). This relationship is known for implicit methods,
and recently, we have found it for some explicit methods. Explicit methods are computationally cheaper than
the implicit ones, but they have to satisfy the stability requirement in order to obtain good results. This work is
focused on how to perform adaptivity while satisfying the stability requirement.

Keywords: linear diffusion equation, goal-oriented adaptivity, explicit methods in time, error representation, finite 
element method

1. Sarrera eta motibazioa

Egokitzapen prozesuak tresna garrantzitsuak dira Deribatu Partzialetako Ekuazioak ebazterakoan (DPE),
konputazio-kostua minimizatzeaz gain soluzio zehatzak lortzea ahalbidetzen duten sare optimoak sortarazten baiti-
tuzte. Denboraren eremuko problemetan espazio-denborako Elementu Finituetako Metodoan (EFM) oinarritutako
zenbait egokitzapen-algoritmo existitzen dira. Honen adibide dira tent-pitching deitutako estrategiak, zeintzuetan
EFM metodoa erabiltzen den egiturarik gabeko sareak lortzeko (Erickson et al., 2005; Abedi et al., 2006; Miller
eta Haber, 2008; Gopalakrishnan et al., 2015). Beste alde batetik, badira zenbait algoritmo, gehienetan denbora-
ren ibilbidean oinarritutakoak, espazioan zein denboran hp-metodo egokituak darabiltzatenak (Schötzau eta Sch-
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wab, 2000b,a; Werder et al., 2001) edota helburuetara orientatuko egokitzapen-algoritmoak (Besier eta Rannacher,
2012; Bangerth eta Rannacher, 2001). Metodo hauetan test eta saiakera funtzioek espazio-denboran tentsore bi-
derketaren egitura dutela suposatzen da, eta denboran ez-jarraituak diren zenbait funtzio oinarrian kontsideratuz,
espazio-denborako EFMak denboraren ibilbideko eskemari jarraitzen dio. Hala ere, momentuz, bakarrik denboran
inplizituak diren metodoak daude erabilgarri literaturan, beraien egitura bariazioanala ezagutzen baita (Bangerth
et al., 2010; Köcher eta Bause, 2014). Gure helburua, denboraren eremuko DPEei helburuetara orientatutako ego-
kitzapena aplikatzea izan da, denboran esplizituak diren metodoak erabiliz. Metodo esplizituek inplizituek baino
konputazio-kostu txikiagoa dutenez, algoritmo eraginkorragoa diseina daiteke.

2. Ikerketaren helburuak

Helburuetara orientatutako egokitzapen-algoritmoak oso erabilgarriak dira soluzioaren zenbait ezaugarri fisiko
zehaztasunez hurbildu nahi direnean (Pardo et al., 2006b; Mathelin eta Le Maı̂tre, 2007; Chamoin eta Ladevèze,
2008; Almeida eta Oden, 2010; Van der Zee et al., 2011; Alvarez-Aramberri eta Pardo, 2017; Darrigrand et al.,
2015, 2018). Hauxe gertatzen da ingeniaritzako zenbait problematan. Ezaugarri nabarmen hauei interes-kantitate
deritze eta ohikoa da amaierako funtzionalak erabiliz adieraztea. Egokitzapen-algoritmoen helburua interes-
kantitateko errorea murriztea izaten da (Becker eta Rannacher, 1996; Oden eta Prudhomme, 2001; Prudhomme
eta Oden, 2003; Pardo et al., 2006a, 2007). Honetarako problema duala definitzen da, non amaierako funtzionala
iturri bihurtzen den. Problema dualak espazio-denborako puntu bakoitzak interes-kantitatean duen eraginari buruz-
ko informazioa ematen du. Interes-kantitateko errorea problema primalaren eta dualaren erroreen menpe idazten
da, eremu osoko integral baten bidez. Bukatzeko, errore honen goi-borne bat kalkulatzen da elementu lokalen
ekarpenen batuketa gisa, eta ekarpen hauen batura da egokitzapen prozesua gidatzen duena.

Denboraren menpeko problemetan, autore gehienek problema primala eta duala diskretizatzen dituzte lerroen
metodoa erabiliz (ingelesez Method of Lines, MoL) (Schiesser, 2012; Collier et al., 2013; Alberdi eta Anza, 2014;
Vignal et al., 2017). Aipatutako metodoan espazioko formulazio bariazional batetik hasita, espazioko aldagaia EF-
Ma erabilita diskretizatzen da. Era honetan lortzen den Ekuazio Diferentzial Arrunteko (EDA) sistema EDAk aska-
tzeko zenbakizko metodoen bidez ebazten da. Hala ere, denboraren eremuan helburuetara orientatutako egokitza-
pena egiteko aldagai biak ageri direneko problemaren formulazio bariazionala ezinbestekoa da, interes-kantitateko
errorea eremu osoko integral baten bidez adierazteko (Dı́ez eta Calderón, 2007). Honek esan nahi du, lerroen
metodoaren bidezko diskretizazioa egin nahi bada beharrezkoa dela espazio-denborako EFMarekin duen balioki-
detasuna ezagutzea.

Ezaguna da, zehaztasun ordena baxuko denboraren eremuko zenbait EFM eta EDAk ebazteko zenbakizko me-
todo batzuk baliokideak direla (Schieweck, 2010; Hussain et al., 2011; Ahmed eta John, 2015). Hauxe gertatzen
da esaterako Eulerren metodo inplizituarekin edota Crank-Nicholson-en metodoarekin. Aipatu ditugun metodo
biak inplizituak dira denboraren eremuan, eta izaera inplizitudun metodoak dira helburuetara orientatutako egoki-
tzapenean erabili izan direnak. Oraintsu Runge-Kutta esplizituak ez-jarraituak diren Petrov-Galerkin metodo gisa
interpreta daitezkeela frogatu da (Muñoz-Matute et al., 2018). Aipatutako lanean, Runge-Kutta metodo bat ema-
nik, berari dagozkion test eta saiakera funtzioak nola eraiki daitezkeen azaltzen da, denboraren eremuan integrazio
zehatza erabiliz.

Denboraren eremuan esplizituak diren metodoak erabiltzeak egonkortasunari dagokion Courant-Friedrichs-
Lewy baldintza (CFL) betetzera behartzen gaitu (Strang, 1968). Honek esan nahi du egokitzapen estrategiak CFL
baldintza bete behar duela bai hasieran, eta baita prozesuan zehar ere. Hau da, espazioan egindako fintzeen ondoren
denboran burutu beharko dira fintzeak CFL baldintza berreskuratu nahi bada. Egonkortasun baldintza bete dadin
denboraren sarean egin beharreko egokitzapena aztertuko dugu hemen.

3. Ikerketaren muina eta ondorioak

Izan bedi Ω ⊂ R eta I = (0, T ] ⊂ R. Difusio ekuazio lineala kontsideratuko dugu:
ut − uxx = f, in Ω× I
u = 0, in ∂Ω× I
u(0) = u0, in Ω

, (1)

f ∈ L2(I;H−1(Ω)) eta u0 ∈ H1
0 (Ω) izanik. (1) problemaren soluzio ahulak honako baldintza hauek betetzen
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ditu:

〈ut, v〉+ (ux, vx) = 〈f, v〉 , ∀v ∈ H1
0 (Ω),

(u(0), v(0)) = (u0, v(0)) , ∀v ∈ H1
0 (Ω),

(2)

non v deitu zaie test funtzioei, 〈·, ·〉 notazioa erabili da H1
0 (Ω) espazioaren eta bere dualaren H−1(Ω) arteko

dualtasun-biderkadura adierazteko, eta (·, ·) erabili da L2(Ω)-ko barne-biderkadura adierazteko. Espazio horiek
honela definituta daude:

• Karratu integragarridun funtzioen espazioa: L2(Ω) =
{
g : Ω −→ R |

∫
Ω
g(x)2 dx < +∞

}
.

• Sobolev-en espazioa: H1(Ω) =
{
g ∈ L2(Ω) | g′ ∈ L2(Ω)

}
.

• Sobolev-en espazioko H1
0 (Ω) azpiespazioa: H1

0 (Ω) = {g ∈ H1(Ω) | g(x) = 0 izanik ∂Ω eremuan}.
• Bochner-en espazioa: L2(I;V ) = {g : I −→ V | g funtzioa V − neurgarria eta

∫
I

∥∥g(t)2
∥∥
V
dt < +∞}.

(2) problema diskretizatzeko, Ω eremuaren honako partiketa hau kontsideratuko dugu:

x0 x1 x2
. . . xn−1 xn

Espazioan zatika linealak diren funtzioak kontsideratuz, (2) problema honako EDA sistema honen baliokidea
dela lortzen da: ∥∥∥∥∥∥

Aurkitu U, non:

M
dU

dt
+KU = F,

(3)

M eta K masa- eta zurruntasun-matrizeak izanik, eta F indarren bektorea. Baldin eta h := xi − xi−1 bada,
∀i = 1, ..., n, orduan, masa- eta eta zurruntasun-matrizeak honako hauek dira:

M =



h/3 h/6 0 0 0 . . . 0 0
h/6 2h/3 h/6 0 0 . . . 0 0
0 h/6 2h/3 h/6 0 . . . 0 0
0 0 h/6 2h/3 h/6 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 . . . h/6 2h/3 h/6
0 0 0 0 . . . 0 h/6 h/3


, (4)

K =



1/h −1/h 0 0 0 . . . 0 0
−1/h 2/h −1/h 0 0 . . . 0 0

0 −1/h 2/h −1/h 0 . . . 0 0
0 0 −1/h 2/h −1/h . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 . . . −1/h 2/h −1/h
0 0 0 0 . . . 0 −1/h 1/h


. (5)

(3) problemaren egonkortasun analisia egiteko, EDA sistema era honetan idatzi beharra dago:∥∥∥∥∥∥
Aurkitu U, non:

dU

dt
= −M−1KU +M−1F.

(6)

Eta egonkortasuna ziurtatzeko, A = −M−1K matrizearen autobalioak EDA askatzeko darabilgun zenbakizko
metodoaren egonkortasun-eremuan egon beharko dute.
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3.1. Runge-Kutta metodo esplizituak

s-ataleko Runge-Kutta metodoak era honetan emanda daude:

yn+1 = yn + h
s∑
i=1

biki, (7)

non: ki = f(tn + cih, yn + h
s∑
j=1

aijkj), i = 1, 2, ...., s. (8)

(7) eta (8) formuletako aij , bi, ci konstanteak Butcher taula batean jaso ohi dira. Butcher taularen matrize-
adierazpena 1 taulan ikus daiteke, b = [b1, b2, ..., bs]

T eta c = [c1, c2, ..., cs]
T , s dimentsioko bektoreak izanik eta

A = [aij ], s× s dimentsioko matrizea.

1. taula. Butcher taularen matrize-adierazpena.
c A

bT

Atal kopurua (s) eta zehaztasun ordena (p) berdinak dituzten (hau da, s = p) Runge-Kutta esplizituen (eta hau
s = 1, 2, 3, 4 kasuetan betetzen da) egonkortasun eremuak 1 irudian adierazi dira.

1. Irudia: Runge-Kutta metodo esplizituen egonkortasun eremua s = p kasurako (kurben barneko aldea).

−4 −3 −2 −1 0 1
−3

−2

−1

0

1

2

3

real

im
ag

e

p=1

p=2

p=3

p=4

EDA sistema ebazteko aipatutako Runge-Kutta metodo esplizituak darabiltzagunean, (3) egonkorra izango
da λ∆t balioak metodoaren egonkortasun eremuan badaude; λ, A matrizearen autobalioa izanik. A matrizeak
autobalio erreal negatiboak ditu. Beraz, Runge-Kutta metodo esplizituak darabiltzagunean modulurik handieneko
autobalioak honako hau betetzea eskatuko dugu:

ã < λmax ·∆t < 0, (9)

ã izanik egonkortasun eremuko ezkerreko mugaren x osagaia. 1 irudian, ã puntua “∗” erabiliz adierazi da. s = 1
denean, ã = −2 da; s = 2 denean, ã = −2; s = 3 denean, ã = −2.512745326618328; eta s = 4 denean,
ã = −2.785293563405274. Modulurik handieneko A matrizearen autobalioa λmax = −12/h2 denez, CFL
baldintza honela geratzen da:

−12

h2
·∆t > ã⇔ 12

h2
·∆t < −ã⇔ ∆t

h2
<
−ã
12
. (10)
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3.2. CFL baldintzan oinarritutako denboraren egokitzapena
Izan bedi hk, espazioko sareko elementurik txikienaren tamaina tk aldiunean. Orduan CFL baldintza hauxe litza-

teke:
τk
h2
k

<
−ã
12

(problema dualerako),
τk+1

h2
k

<
−ã
12

(primalerako), (11)

non τk = tk − tk−1 eta τk+1 = tk+1− tk. Eta denborari dagokion sarea (11) baldintzaren arabera egokitu beharra
dago. Behin espazioko sarea definituta dagoenean, CFL baldintza betetzen ez duten denbora tarteak identifikatu
ditugu eta banatu egin ditugu, espazioaren diskretizazioko aldi bereko maila berriak sartuz (espazioko sareak). 2
irudian ikus daiteke denborako egokitzapen prozesua. (11) baldintzan h2

k agertzen denez, denbora tartea 4 zatitan
banatu behar da CFL baldintza bete dadin.

2. irudia. CFL baldintzan oinarritutako denboraren egokitzapena.

tk−1

tk

h h
2

τ

tk−1

tk

h h
2

τ
4

Egokitzapena independenteki burutzen da denboran (globalean) eta espazioan (lokalean), 3 irudian ikus daite-
keen moduan.

3. irudia. Espazio-denborako egokitzapena.

x

t

x

t

x

t

4. Etorkizunerako planteatutako norabidea
Helburuetara orientatutako egokitzapena metodo esplizituen bidez egiteak egonkortasun baldintza betetzera behar-
tzen gaitu. Honek esan nahi du darabilgun metodoari dagokion CFL baldintza kalkulatu beharko dela eta espazio-
denbora sareak baldintza hori bete beharko duela. Egonkortasun baldintza bete nahi bada, sarearen egokitzapena
nola egin aztertu dugu. Lan honetan espazio-denbora sarea independenteki egokitu da: denboran (globalean) eta
espazioan (lokalean). Etorkizunera begirako lana izan daiteke bai espazioan eta bai denboran fintze lokalak egitea,
denboran esplizituak diren metodoen baliokideak diren espazio-denborako EFMak erabiliz.
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